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INTRODUCCION

El presente texto ha sido elaborado para que sirva de apoyo didactico en
el curso de matematicas II que se dicta en la facultad de Ciencias y

Administracion en la Universidad Nacional seccional Manizales.

En la primera parte se definen los diversos tipos de Integrales Impropias,
sus criterios de convergencia y en 1a segunda parte se tratan las funciones
Eulerianas Gamma y Beta, con una buena cantidad de ejemplos resueltos y
propuestos para que sirvan de apoyo a comprender y clarificar los aspectos

tedricos.

Bernardo Acevedo Frias

(profesor asociado)
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1. INTEGRALES IMPROPIAS

b
En el estudio de la integral definida ff(X)dX se ha
a

sobrentendido, hasta ahora que :

1. Los 1imites de integracién son nimeros finitos.
2. La funcidén f(x) es continua en el intervalo [a,b].
Si f es discontinua debe ser acotada en este intervalo.

Cuando se elimina una de estas dos condiciones, se dice que
la integral resultante es una integral impropia; en otras
b

palabras, la integral ff(x) dx; se dice impropia si:
a

1.a=-®6 b=+ 0; § ambos.

2. f(x) no es acotada en uno o mas puntos de [a,b].
b

Cuando en la integral ff(X) dx; f continua; a=-o, 6 b=+
a

6 ambos; a éste tipo de integrales se l1lamaran integrales
impropias de primera especie.
b
Si en la integral ff(X) dx, f(x) no es acotada en uno o
a
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mas puntos de [a,b], se dice que la integral ff(x) dx, es

una integral impropia de segunda especie. Y si la integral f f(x) dx

presenta las dos condiciones anteriores, se 1lamaréi
integral impropia de tercera especie.

Ejemplos.

0o 0 oo 0o
fCosxzdx; :{;Senxdx ; fe'xdx ; fxdx ;  son

integrales impropias de primera especie.

10 10 16
dx dx dx
Las 1ntegrales —_ H ——— S0N
J X (x-1) (x-5) x-17
integrales impropias de segunda especie.
Y las integrales f f f ax ;7 Son
) (X-l) (x-2)

integrales impropias de tercera especie.

Se harad un estudio detallado de cada una de ellas
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1.1 INTEGRALES IMPROPIAS DE PRIMERA ESPECIE.

Sea f(x) acotada e integrable en un intervalo cerrado
[a,b]. Se define:

o b
[£(x) dx = lim [ £(x) dx

ar

oo

La integral jf(x) dx se dice convergente si limj f(x) dx
b=

o

existe; en caso contrario la integral ff(x) dx se dice

divergente.
b

Cuando limt £{x) dx = A€ER ; se dice que el valor de 1la

- 00
b a

o

integral ff(x) dx = A

En forma andloga se define la integral

b b
[ £(x) dx = lim [£(x) ax
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Ejemplo 1.

oo

Mostrar que fe‘xdx es convergente y hallar su valor.
0

Solucién.

oo

fe X dx =limfe"‘dx —lim-e™* lim(1-e™® =1
: b~00 .

o0

Luego la integral fe‘xdx converge y su valor es 1.
0

Ejemplo 2.

oo

es convergente y hallar su

Mostrar que la integral f

e*+1
valor.
Solucién.
p.q _ X
=1imf dx =1imf(e +l1-e*) dx _
J e*+1 p-ood eX+1 h-00 eXx+]l

1imj.ﬁ"' e* )dx.zlim[x—ln(ex+1)]|
b~00 e*+1 b~
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lim [b-1n(e®+1) +1n2] = lim ip-1nle*11+-—= 11+ in27i = 1n2

[0 o]
Y asi f dx es convergente

[e o]
y t—— = 1n2.
Ejemplo 3.
o0
j'___fgf___ es convergente y hallar su valor
/ x(x+1)
Solucién.
[o o] b [o o]
. ax
=11mf——— =1im f(x+1—x —_—r
fx(x+1) p-oo 9 X{(X+1) 4 ) x(x+1)

)dx _lim Inx-1In(x+1) [:

b-00

limf (— -
b \x x+1

lim (Inb-1n(b+1) +1n(2)) =1im 1nf b ‘+ln2 = In2
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o0
y asi f__g.x__ =1n2;
X(x+1)

luego es convergente.

Ejemplo 4.
0

Mostrar que fexdx es convergente y hallar su valor.

-00

Solucién.

° ~1im (1-e2) =1

Tuego 1la fexdx es convergente y su valor es 1

Ejemplo 5.

o0
dx .
—— es convergente para p>1 y divergente para
Xp

p<1, si a>0.
Solucién.
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INTEGRALES IMPROPIAS

wdx [ X
-1i DPAx = =1lim
[5 =timfxrax = T b
| =27 g1 pr1
1-p
I +o g1 p<1l

p=1 se tiene que
=+w

b b
dx =1imf cix =iig Inx l lim(Inb-Ina)

v P h—=00

Y si

oo oo
de aqui las integrales; fXdX; szdX; de son
++0.9

son

g__,

3

—
¥

ax

2 3

x
wl

divergentes y las integrales j..X

convergentes.
Definicibén.
Si f(x) es continua para todo x, la integral ff(x)dx se

oo

- oo
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define por:

[» o] a [» o]
f F(x) dx =ff(x)dx " ff(x)dx,
- oo — 0o a
siendo a cualquier ntmero real.
a oo
Si ambas integrales ff(X)dX b ff(X)dX convergen
entonces la integral .f f{x)dx converge y si cualquiera

& las inegales ff(x)dx Vv ff(x)dxammermff(x)dx

diverge. Si ff(X)dX - A y ff(X)dX = B, entonces

oo

f(x)dx = A+ B
/

-0

Ejemplo 1.
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Mostrar que .f

. 00

> es convergente y hallar su valor.
xX4+1

Solucién.
oo
f dx _ r dx . [ dx
x3+1 J x2e1 ) %71
- 00 - 00 g
lim#t —— +1im dx_ .

lim Arctanx‘ + 1im Arctanxl
a

b‘—m

lim O-Arctan(a) +1im Arctan(b)

2-e - OO (o 2]

(212

Tuego f es convergente y su valor es m.

Ejemplo 2.
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(> <]

Mostrar que fXdX es divergente.

- 00

Solucién.

o0 0 oo}
fXdX = fxdx + fxdx; Como 1la integral fxdx es
- -

divergente ya que

x< P . 2
b-o 2

b
1im [xdx 1lim

N

se puede concluir que:

o0

f xdx diverge.

Nota xdx =1liml xdx = 0 es incorrecta, pues 1
b-.OO"

definicién requiere de 1la evaluacion de 2 Tlimites
di ferentes.
Observacién 1.

10
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Las integrales del tipo ff(X)dX pueden reducirse a

- 00

oo

integrales impropias de la forma fh(x) dx, si se hace el

cambio de variable u=-x.
En efecto:

]f(X) dx =1im}f(x) dx =

o ]

lim [ £(-u) du = [ £(-u) du

Ejemplo 1.
0

Mostrar que 1la .[

> es convergente.
X°+1

Solucién.
Sea u=-x; du=-dx y asi
0

[ mumf 2 -unf -5 -

X2+1  a.e0f U+l

11
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lim

a—~o°

u+1  J y2+1

que es convergente.

Ejemplo 2.
-1

Mostrar que la fe"dx es convergente

Solucién.
-1

-1 1
fe"dx =limfe"dx =lim—fe‘”du =

a - 00

(siendo u=-x y du=-dx)
a

1 oo
lim—[e‘”du =limfe’"du =er‘”du = {e‘xdx que es
a a~®7 1 1

convergente;
-1

luego fexdx es convergente

Observacién 2.

Ssi f(x) es continua en [a,b), pero no acotada en [a,b);

12
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b
entonces la integral impropia de segunda especieff(x) dx

a

puede reducirse a una integral impropia de primera especie,

1
mediante el cambio de variable U= -———
b-x

En efecto:

ff(x) dx = lim [ £(x) dx =

c-lf

Si f(x) es continua en (a,b],pero no acotada en (a,b], 1la
b

integral impropia ff(x) dx se puede reducir a una integral

impropia de primera especie haciendo U———,
prop P P (x-a)

En efecto:

1
‘b-a

ff(x)dx llmff(x)dx lim - f a+—\ u

c-a c-at Uy u

13
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1\ du
2

Como todo tipo de integral impropia puede, mediante un
cambio de variable adecuado, transformarse en una integral
impropia de primera especie, se enunciaran y se probardn
todos los resultados para este caso.

TEOREMA.

oo

Si f(x) y g(x) entdn acotadas en [a,+») vy ff(X)dX y
o0

fg(x) dx convergen ambas, entonces:

o0

i) f(f(X) +g(x) ) dx converge vy

}o(f(X)tQ’(X))dx=ff(x) + fg(x)dx.

14
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o0

ii) fcf(x) dx converge y

}ocf(x) dx =cff(x)dx

Demostracién.

b
Como para todo bel[a, + )f(f(X)tg(X))dX
ff(X) dx + lal(x) dx; se tiene que:

lim [ (£(x) £g(x)) dx =1im[f(x) dx =
b oo oo
lim[g(x) dx = [£(x) ax = [g(x) dx

y asi ff(x) + g(x) dx converge y

15
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}o(f(x) + g(x))dx=}°f(x)dx + ?g(x)dx

Ademas como:

limfcf(x) dx =1imc]f(x) dx

b~oo b~
clim ff(x) ax =cff(x) dx
a

[e o]

se tiene que f cf(x) dx converge y

[ cf(x)dx = ¢} f(x)dx.
/ /

Ejemplo 1

Se sabe que .[125 y ‘ffigbson convergentes, entonces
x2 x3
1 1

i) .’(J;+.L)Cb( es convergente y

x2  x3

16
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e o]

[y = 1) - fi)

ii) l{_:.-;L)th es convergente y

NOTA.

oo

La integral j
1

es convergente, sin embargo

x{x+1)
00 oo 00 oo (o<} oo
ax  _ f(__ # 12 _ f dX. pHues la f— dx
fx(x+1) f(x x*l)dx J x fx+1’ X y x+1
1 1 1 1
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son divergentes; para darse la igualdad deben ser ambas

integrales convergentes; como lo dice el teorema.

La integracién por partes es a menudo Gtil en la evaluacidn

de las integrales impropias.
Si f(x) y g(x) tienen derivadas continuas en [a,+®);

entonces, para todo bel[a,+=).

a

-ff/(x)g(x) dx.

a

ff(x) ol (x) dx =L (x) g(x)

Si se sabe que dos de los tres limites:
b b

lim [(£f(b)g(b)-f(a)gla)] existen, entonces el tercero

b oo

también existe vy

Ejemplo 1.
oo
Calcular } xe *dx
)

18
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Solucién.
sea f(x)=x; fl(x)=1; g/(x)=e*; g(x)=-e7%,

oo
1uegofxe"‘dx =limfxe"‘dx=llm“xe i I + fe"‘dx =
b0 b~ 0
0
lim-e™* |
b-o0o
Ejemplo 2.

oo

Calcular fe"‘Cos(x) dx-

Solucién.
oo
e *Sen(x) e *Cos{x)
Se sabe que fe"‘C'os(x) ax = 0!
had Wb

e *(Sen(x) -Cos(x))

luego fe”‘C'os(X) ax =

-~ 0 o

vl

1lim e ®(Sen(b)-Cos (b)) +_2. =

19
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En algunas oportunidades se necesita saber si una integral
dada converge o no, sin importarnos el valor a donde
converge y es por esto que ahora nos dedicaremos a mirar

algunos criterios de corvergencia.
1.2 CRITERIOS DE CONVERGENCIA

1.2.1 Criterio de comparacioén.
Si f(x) vy g(x) son continuas en [a,+®) y 0<f(x)<g(x) para
todo xe[a,+®) y si:

oo

i) Si [q(x) dx converge; entonces ff(x) dx converge

oo 00

ii) Si f (x) dx diverge; entonces ].g(x) dx diverge.

Demostracion.
b

b
i) sea F(b) =ff(x)dx y G(b) =fg(x) dx;

a

como f(x) y g(x) son continuas y f(x)>0 y g(x)>0; F y G son
crecientes y para todo be[a, +x) se tiene

20
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oo

0<F(b) <G(b) ng(x) dx; asi F es una funcién monétona

acotada entonces i'_]"f: F existe vy

limF = Sup { F(x) |xe [a, +®]} , -
b0

oo

b
lim ff(x) dx =Jff(x) dx existe

b-o0

limF(b)

+ 0O + o0

ii) Si fg(x) dx converge, entonces ff(x) dx converge;
a a

esto contradice la hipdétesis.

Ejemplo 1.
o0
Mostrar que 1 es convergente.
J x2%+1
1
Solucién.
oo
1 1 . o
Se sabe que —; ~S<—; <fon Xx>1; y como f_ es
X+l X x2

21
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convergente, se tiene que
o0
[ = [
x%+1 x?
1 1
Ejemplo 2.
00
Mostrar que _ax
x%+1

dx

x%+1
1

es convergente ya que

es convergente.

Solucidn.
o0 2 oo 2
j‘ dx = [ ar , f_ax ; la f _ es convergente; pues
x241 x2+1 J x%a1 J x4+
0 0
2 oo oo oo
J - es un numero vy dx < .25; y asi dx es
x“41 x%+1 x2 x2+1
0 2 2
convergente, luego
o0
ax g5 convergente.
0
Ejemplo 3.

22
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oo

Mostrar que fde es convergente.

x5+1
3
Solucién.
00 o0 00 00
In(x) <x y asi fﬂ_(ﬂdxg [ xdx 4y < f—dx =fix que
x3+1 J x5+1 x° x4
es convergente y asi
00
fMdX es convergente.
x3+1
Ejemplo 4.
Mostrar que .f X ax es convergente.
x2%%+Sen? (x) +1n%{x) +2
Solucién.
X < X y asi f x?dx es
x2°+Sen? (x) +1n? (x) +2 x2° ~f Xx2%+Sen? (x) +1n? (x) +2

dx

18

converge Yy

[o. ]
convergente, ya que j‘
X

1

23
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o0

o0
f x2dx f dx
x2%+5en? (x) +1n2 (x) +2 v18

Ejemplo 5.
oo
Mostrar que { dx es convergente
2+e*+1n? (x+1) +x4
Solucién.
(o o o0
f dx < f dx que es convergente y asi
J 2+e*+1n® (x+1) +x? j
0 0
oo
j dx es convergente.
2+eX+1In? (x+1) +x4

Ejemplo 6.

Mostrar que fe'XZdX es convergente.
0

Solucién.

oo 1 oo 1 [o o]
%% g - [e*dx -x? ~x? -
{ede {e +[e wc<£ex¢c+[exdx

24
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oo . 1

oo
y asi fe‘xzdx es convergente; ya que fe""dx yfe‘xdx

convergen.

Ejemplo 7.

Mostrar que j __féf__ es divergente
A 1n (x)

Solucidn.
o0 o0 oo
1
2 — vy ax ~ dx. Como _SiX
In (x) X 1 X
es divergente, se concluye que
o0
f'_______ es divergente.
A 1In(x)
Ejemplo 8.
o0
Mostrar que r__ﬁfll__ctz es divergente.
J V(x5+16)
Solucién
o0
y A X 1
x*-1 _ Jx es divergente; pues paraX22 2 —
5 V(x3+16) Vv (x~+16)

25
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y como — diverge entonces
2X
2

f__xz_‘l___ dx diverge.

5 Vv (x®+16)

1.2.2. Criterio de la condicién necesaria.

lim £f(x)
y - -

Si f(x) es continua para todo x en [a,+®) o

lim f(x) =0

existe, entonces - es una condiciodn necesaria

para la convergencia de f f(x) dx.

Demostracidon

_. lim f(x) = L#0
o1 .

o St L>0; entonces existe un nudmero

N>a tal que f(X)>= para todo x>N. Para todo x,,b con

b>><1>N.

26
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L(b-a) _ s »
- = ! f(x) dx diverge

Ahora f f(x) dx +] f(x) dx =j f(x) dx

de modo que lim [ £(x)dx = + ® implica que
b~

lim [ £(x) dx = +

la prueba para L<0 es analoga.
Por 1o tanto si, L#0 entonces

oo

f f(x) dx diverge.
Ejemplo 1.

27
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[ 1Y%

f(1+l)xdx diverge; ya que = e+

X

Ejemplo 2.

o0

f dx ; diverge; ya que 11Mm —X—) -1#0
x+1 x*°°\;X+1

Ejemplo 3.

o0

| Sen(x?)dx converge 'y -~ ' °  no existe

0

(Ejercicio).

Ejemplo 4.

w .

[ sen(x) dx diverge y i}gsen(x) no existe.

0

Ejemplo 5.

o0

f ax diverge y 1imi—i =0
X x-tm

28
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Ejemplo 6.

f 9X converge y lim[il =0
. X2

Nota.

[« =4

Observe que 1la convergencia de ff(X) dx., no siempre

implica que ~— 7 77 ~ . Puede suceder que 1im f(x) no

oo

limf(x
exi1ste vy ff(x)dx converge O nNO; pero si (x)

oo

. limf(x) =0
existe y ff(x) cdx converge; entonces oo
1.2.3. Criterio de paso al limite.

Si f(x) y g(x) son continuas en [a,+®) ¥ f(x)20 y g(x)>0

para todo xefa,+®) y si:

i) S 44w CT(X) - c>0 y fg(x) dx converge

_— ~n

29
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oo

entonces [f(x) dx converge.

a

‘sh
X

00
i1) si AidmT5T+r = C donde c>0 6 c=+w yf g(x) dx

o0

diverge; entonces f f(x) dx diverge

Este criterio se puede generalizar un poco mas:

£(x) _ c

Si lim rl entonces

i) Ambas integrales ff(X)dX; fg(x)dx convergen o

ambas divergen si ¢ # 0
oo

ii) Si ¢=0 1la convergencia de fg(x)dx implica la
a

oo

convergencia de f f(x) dx

30
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o0

iii) Si c=+eo, la divergencia de fg(x)dX implica la

divergencia de ff(x) ax.

Demostracidén
Se dara la prueba solamente para el caso c>0, los demas son

analogos.
f(x
Si lim ( -)=C, existe un numero N>a tal que
X~oo
1 f(x) 3 1
—co<=—2L < Zcy =cg(x)<f(x)<—cglx
> g(x) > o > g( ) (x) > g( ) para todo
x>N.
o0

Si l g(x) dx converge entonces cg(x) dx converge y

a

2

ZS— 8

oo oo

asi ff(x) dx converge; de donde f f(x) dx converge
N

oo oo

S'ifg(x)dxdi\egamtrrnas f %cg(x)dxdimyasiff(x)dx

31
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diverge; luego

oo

f £(x) dx diverge.
a

Ejemplo 1.

oo

Mostrar que fX_ dx converge.

Solucién.
.. . {2}
Se busca una funcién g(x) por ejemplo g(x) =— y se

vera que:

oo

f g(x) dx converge ya que:

—
wlny
%N
|
¥
R
=]
B
wln
(-
=3
wln
g

y asi fg(x)dx converge.

32
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oo
.. _ . x . 3 3
Ahora L1l 7 {x) =lim—2 =1im-%_ =0 y asi [ X"
x-00 Y\X w_oo [2YX o (A\X X
converge;
(o]

o x
pues f(g) dx converge.

Ejemplo 2.

[
Mostrar que f es convergente.
0

Solucién.
oo
Témese g(X) = %3 Ya se sabe que fix converge y como
e A ex
o0 oo o0
f dx <fe"‘dx, se tiene que f dx es convergente;
5 €%+l L eX+1

por el criterio de comparacién.,

1

Ahora lim———==1im
- 00 x-00 €%+]1

X

[oe)
=1 y asi f dx converge
o o

33
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por el criterio de paso al limite.

Ejemplo 3.
Ax .
Mostrar que "2 es divergente
1 \/Xz"'l
Solucién.
oQ o
se sabe dx _f i
que — =] g(x) dx es divergente y
1 X 1
- O

es divergente

cQ
y asi f~_____
SRR/ Y2+1

34
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Ejemplo 4.
Mostrar que dX es convergente.
10 X4+X+1
Solucién.
© ; 4
pr . X
sea Q(X) = IR es convergente y 1liM ’(X) = lim ————=1
X A v4 X - 00 Q(X) X - 00 X~ +x+1
oo
y asi f ax es convergente.
o X4+x+1
Ejemplo 5.
(v o)
Mostrar que f es convergente.
1 x4+ vx'6+x+1
Solucién.

Sea g(X) :—lB y como fdx converge y
X X8
1

35



INTEGRALES IMPROPIAS BERNARDO ACEVEDO FRIAS

10 10
X . X
= lim =1 ; entonces

lim % - jim
x-o vy x-o x4y x®ix+]  x-o | x

2
X< dx es convergente.
1 yx*+1Yx 81 x+1

1.2.4 Criterio de 1a potencia.
Como un caso particular del criterio de paso al limite, se

tiene el criterio de la potencia.
Si f(x) es continua en [a,+»), a>0 y f(x)>0 para todo

xe[a,+x); entonces:

- r _
i) Si lim x RX)-CZO para algin numero real r>1; entonces
oo

f[(x) dx converge

F —
mm x l(X)—C donde c>0 6 c=+o» y r<1; entonces

X~ ©

ii) Si

la ff(x)dx diverge
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Demostracién.

Se toma Y\ Ty se aplica el criterio de paso al limite
X

(so]

.ff!! es convergente si r>1 y divergente si r<t,
x’
a

a>0, y asi se obtiene nuestro resultado.

Ejemplo 1.
00
———— . es divergente.
0 {/(4+x?)°
Solucién.
. x3
lim xfx) =lim ———— =1>O, r=1, luego diverge

X~ 00 X*“’¢04+X2)3

Ejemplo 2
o0

Mostrar que j dx es convergente,
5 X2+1

Solucién.
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2
: 2 _ i X" _
lim x f(x)-llm o . r=2>1, luego converge
o x-o00 ™ .4
Ejemplo 3.
o o)
Xxdx
es convergente.
1 Vx8+x+1
Solucién
" 3 _ " _ .
lim x°{x) = lim — lim —4=1 y r=3, luego converge.
X~ 00 X~y XY+ X+1 o
Ejemplio 4.
o o]
En la {_, se tiene que Ilm — ‘0, r=1. En éste caso no
0 ex y-o0 €

2
se puede aplicar el criterio; pero si se toma |ImX e
X~ 0

[ox

0o e”

es convergente.
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Ejemplo 5.

o0

v2
e - es convergente.

0 4X4+1

Solucién.
4 4

. 2 T X T -X _
im x f(X)— lim-—"—=1i ———Z—“—'; r=2, luego converge
X~ X = 00 x*oo4X 4

Y asi se puede generalizar un poco mas el criterio

anterior.

Se supone f(x) continua en f[a,+®) y que

lim xPfx)=A.

entonces:

i) Si P>1 y A es finito entonces ff(x)dx converge.

oo
11) Si P<1 y A0 & A=+« entonces ff(x)dx diverge

Ejemplo 1.
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Mostrar que fe‘xza’x converge

Solucion.

. _y2
lim x2e X =0

oo

luego como r=2, y c=0 entoncesfe‘xzdx

converge,

[ o] > 2]

Dada una integral jﬂx)dx, la integral f]ﬂx)]dx es una
a a

integral con integrando positivo; por 1o tanto el criterio
(>}

de comparacidén puede aplicarse a f|f(x) |dx y se prueba

a
o0 [ o]

gue si fi f(X) | dx converge, entonces ff(x) dx converge
a a

también,

1.2.5. criterio de convergencia absoluta.
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Si f| f(x)|dx converge entonces ff(x)dx converge,

Demostraciodn.

(o ]
Supdéngase que f|f(X)|dX converge, como
a

| f(x) | < f(x)<|f(X)| setieneque0<Ff(x)+|Ff(x)[<2|f(x)]|

y como la fi f( x) |dx converge; f2 l f( x) |dx converge y

oo

asn {‘(f(x) + |f(x) I)dx converge y de aqui

a

[F(x)ax = [(F(x)+ | F(x) | - | F(x) |)dx converge.
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00
Se dice que la integral ff(X)dX es absolutamente
a

oo

convergente si flf(x) |dx converge; luego una integral

absolutamente convergente es convergente

(o o] 00
Es posible que ff(x)dx converge, incluso sif| f(x) |dX
a a
o0 [0 ]
diverge. Si ff(x) dx converge, pero flf(x)ldx diverge,
a a

(o ¢]
entonces se dice que jﬂx)dx es condicionalmente
a

convergente.

Ejemplo 1.
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Mostrar que ]‘COSXdX converge.
x2
1

Solucién.

o0
|Cosx 1 Y%

< y como - converge; entonces

I x?2

1

o0

%dx converge.

Ejemplo 2.

2
Mostrar que r_se;nidx es convergente.

o X*tx2+1
Solucién
| Sen?x I
< f es convergente. Luego
Ix*ix2:1] x+1 x4+1
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