Encontrar una
antiderivada particular de una
funcidn que satisface ciertas
condiciones. Esto implica la
evaluacion de una constante de
integracidn,

® Principios en prdctica 1

Problema con condicion inicial

La tasa de crecimiento de una
especie de bacterias es estimada
por medio de

dN -
d_r = 800 + 200¢', en donde N
es el nimero de bacterias (en
miles) después de 1 horas. Si
N(5) = 40,000, determine N(r).

S INICIALES

Siconocemos la razon de cambio, £, de la funcién f, entonces la funcion f mis-
ma ¢s una antiderivada de f° (va que la derivada de f es ). Por supuesto hay
muchas antiderivadas de f" y la mds general es denotada por la integral indefi-
nida. Por ejemplo, 51

f{x) = 2x,

entonces,
flx) = /i.‘"(.r}dr = [2.1’ dx =2 + C. (1)

Esto es, cualguier funcién de la forma f(x) = »* + Ctiene su derivada igual a
Zx. Note que debido a la constante de integracién, no conocemos fx) especi-
ficamente. Sin embargo. si f debe tener cierto valor para un valor particular de
x, podemos determinar el valor de C y conocer asi especificamente a f(x). Por
ejemplo, si f(1) = 4, de la ecuacidn (1) se tiene
flly=1"4+cC,
4=1+C,
C =3

Esto es, ahora ya conocemos la funcidn particular f(x) para la cual f'(x) = 2x
v f(1) = 4.La condicién f(1) = 4, que da un valor de f para un valor especifi-
co de x, se llama condicion inicial (0 valor en fa frontera).

[ : piadC s by
EJEMPLO 1 Problema con condicion inicial
Si y es una funcion de x tal que y' = 8x — 4 y y(2) = 5, encontrar y. [Nota:

v(2) = 5 significa que y = 5 cuando x = 2.] Encontrar también y(4).

Solucion: aqui, y(2) = 5 es la condicién inicial. Como y* = 8x — 4,y esuna
antiderivada de 8x — 4:

y= /(8.\’ —4)dxr=8-T—4x+C=42—4x+C. (2
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—=& Principios en prdctica 2

Froblema con condicion inicial
gue incluye a y"

La aceleracién de un objeto des-
pués de r segundos estd dada por
¥y =84 + 24, la velocidad a
los 8 segundos estd dada por
¥'(8) = 2891 piesfseg, v la posi-
cidn a los 2 segundos estd dada
por y(2) = 185 pies. Determine
x(r).

Podemos determunar el valor de C por medio de la condicién imicial. Como
v = Scuando x = 2, de la ecuacion (2) tenemos
5=4(2) —4(2) + C,
5=16—8+C,
C = -3

Al reemplazar C por —3 en la ecuacdn (2) se obtiene la funcion que buscamos:

y=dx* — 4x — 3, (3)
Para encontrar y(4), hacemos x = 4 ¢n la ecuacidn (3):
y(4) = 4{4Y — 4(4) =3 =64 — 16 — 3 = 45.
||

"EJEMPLO 2 Problema con condiciones iniciales que implican a y"
Dado que v* = x* — 6,v'(0) = 2,y y(1) = —1, encontrar y.

Solucidn:

Estrategia: para pasar de y” a y, son necesarias dos integraciones: la prime-
ranos lleva de ¥" ay',y la otra de y" a y. Por tanto, se tendrin dos constantes
de integracion, que denotaremos como C, v C,.

i
Como y" = — (¥)
’ dx

x? — 6, es una antiderivada de x* — 6. Por lo que,

(4)

H
Il

L1
[(_ri —6) dx = ‘? —6x+C,.
Ahora, y'(0) = 2 significa que ¥' = 2 cuando x = () por tanto, de la ecuacion
(4)., tenemos

0 .
2=——6(0) + C,.
s

De aqui, C, = 2, de modo que

Por integracién podemos encontrar y:

/[‘— — 6x +2)¢1,\'
3 /

1Y%t X2 .
= (;)T— (6)74‘2.\'“(;.

asi

‘.J

y=——73x24+2x + C.. (5)
12 -

1. de la ecuacién (5) tenemos

Ahora,comoy = —1 cuando x =

IJ
—1=——3(1)2+2(1) + G,

12

Elaboré:
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Asi,C, = —%. por lo que

—

La integracion con condiciones iniciales es itil en muchos casos pricticos
como lo ilustran los ejemplos siguientes.

| . s
EJEMPLO 3 Ingreso y educacidn
Fara un grupo wrbanc particular, algunos sociélogos estudiaron el ingreso
anual promedio actual y (en délares) que una persona con x afios de educacion
puede esperar recibir al buscar un empleo ordinario. Ellos estimaron que la ra-
zan a la que el ingreso cambia con respecto a la educacion estd dada por
dy

oo = 0027 4=x=16
ax

donde y = 28,720 cuando x = 9. Encontrar y.
Solucidn: aqui y es una antiderivada de 100"/, Entonces,

f 100X dx = 100 [ 7 dx

_+C

,
I

5
X

(100)

5
2

y = 40552 + . (6)

La condicion inicial es que y = 28,720 cuando x = 9. Sustituyendo estos valo-
res en la ecuacidn (6), podemos determinar el valor de C:
28,720 = 40(9)Y"7 + C
40(243) + C
97200 + C.

28720
Por tanto, C = 19000y
¥ = 4057 + 19,000

EJEMPLO 4 Determinacidn de la funcién de demanda a partir del ingreso

marginal
Si la funcion de ingreso marginal para el producto de un fabricanie es
dr

E = 2000 — 20g — 3g~,

encontrar la funcidn de demanda.
Sorllucion:

Estrategia: al integrar dr/dg y usando una condicién inicial, podemos en-
contrar la funcién de ingreso r. Pero el ingreso estd dado también por la
relacidn general r = pg. donde p es el precio por unidad. Asi, p = r/fg.
Reemplazando r en esta ecuacién por la funcién de ingreso, obtenemos la
funcién de demanda.
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Cuando g es cero, el costo total es ('u.unzq-‘ 2547

Como dr/dq es la derivada del ingreso total r,

/[]UCJU — 20 — 34%) dg

2 3
g [’
2000g — (2::;”7 - 34

@y +C.

r=2000g — 10g" — ¢° + C. (7)

Suponemos que cuando no se ha vendido ninguna unidad, el ingreso total es
greso es cero cuando g es cero. 05 esto es, r = O cuando g = 0. Esta es nuestra condicion inicial. Sustituyendo
estos valores en la ecuacion (7) resulta
0 = 2000(0) — 10(0) — (F + C.
ungue g 0, esto en De agui, C = Oy
1 porgue las ' r = 2000g — 10¢° — 4.

Para encontrar la funcidon de demanda, usamos el hecho de que p = rfg v sus-

g =0 -.-L \ L ci L.; al ttuimos el valor de r.
croparat ro 2000 — 1047 — ¢°
p=—-= —
q q
p o= 2000 — 10g — ¢~

" EJEMPLO 5 Determinacién del costo a partir del costo marginal

En la manufactura de un producto, los costos fijos por semana son de $4000.
Laos costos fijos son costos como la renta y el seguro, que permanecen constan-
tes a todos los niveles de produccicn en un periodo dado. Si la funcidn de costo
marginal decfdg es

ic .
£E = 0.000001(0.0024° — 25¢) + 0.2,
dg

donde ¢ es el costo total (en ddlares) de producir g libras de producto por sema-
na, encontrar el costo de producir 10,000 libras en una semana.

Solucidn:  como defdg es la derivada del costo total ¢,

c= / [0.000001(0.0024% — 25¢) + 0.2] dg

0.000001 f (0.002g* — 25q) dg + / 02 dg.

(L0000 1 J + 02q + C.

r
"
Il

3 2

Los costos fijos son constantes independientemente de la produccion. Por tanto,
cuando g = 0, ¢ = 4000, lo cual es nuestra condicion inicial. Sustituyendo
encontramos que C = 4000, por lo que

0.002g°  254°
— —— | + 0.2g + 4000. (8)

C que o = (.000001 (

-
3

De la ecuacién (8), cuando g = 10,000, ¢ = 54163. Asi, el costo total de pro-
ducir 10,000 libras de producto en una semana es de $5416.67.
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RESOLVER LOS IMPARES

Ejercicio

En los problemas I y 2 encuentre ¥, sujeta a las condiciones dadas

L dyfdy =3x— 4 y—-1)=% 2 dyfdx=2—x y3) =%

En los problemas 3 y 4, si y satisface las condiciones dadas, encuentre y(x) para el valor dado de x.

3y = 4V, v(4) =10 x =9 4 y=—x"+2x, y(2)=1 x

Ent los problemas del 5 al 8 encuentre y, sujeta a las condiciones dadas.

V(1) =0, y(1) = 1. 6 V" =2+ 1

I
L

Y =0, v0) =
¥ =1, y(0)

Sy =—x —2x;

2, y(0) = 3.

"=t L

Ty =2 y(—1) =3 y(3) =10, y(D) = 13 8

En los problemas del 9 al 12 dr {dg es una funcidn de ingreso marginal. Encuentre la funcidn de demanda.

9. drfdg = 0.7. 10. drfdg = 15 — {g.

1L dr/dg = 275 — g — 034~ 12. drfdg = 10,000 — 2{2g + g°).

En los problemas del 13 al 16 dc{dg es una funcidn de costo marginal v los cosios fijos estdn indicados entre Haves. En los profle-
mas 13 y 14, encuentre la funcidn de costo total. En los problemas 15 y 16 encuentre el costo total para el valor indicado de q.

13, de/dg = 1.35; {200}. 14. defdg = 2q + 75, {2000},

15. dc/dg = 0.08¢" — 12¢ + 45, {7700}; ¢ = 10. 16. defdg = 0.000102¢° — 0L034g + 5 {10.000}; g = 100.
17. Dieta para ratas  Un grupo de bidlogos estudid los 18. Polilla de invierno  En Nueva Escocia® s llevo a cabo

efectos alimenticios en ratas a las que se alimentd con
una dieta en la que 10% era p:mcina.‘ La proteina con-
sistid en levadura v harina de maiz.

un estudio acerca de la polilla de invierno. Las larvas de
la polilla caen al suelo de los drboles huéspedes. Se en-
contrd que la razdn (aproximada) con que la densidad y

(nimero de larvas por pie cuadrado de suelo) cambia
con respecto a la distancia x (en pies), desde la base de

ey ¢ 2
-‘w un drbol huésped es
a dy

—_ == - s=xs4
dc 1.5 — x. l=x=9

El grupo encontrd que en cierto periodo, la razén de
Siy = 573 cuando x = 1, encuentre y.

cambio aproximada del aumento promedio de peso
(en gramos) de una rata, con respecto al porcentaje P
de levadura en la mezcla proteinica fue

dG __ P

dF 25

+2, 0= P =100

Si (7 = 38 cuando P = 1il, encuentre 5.
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